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1 Charakterystyka Eulera sfery

e Bedziemy uzywac liter V) E/, F' na oznaczenie liczby wierzchotkéw, krawedzi i §cian (z ang.
vertices, edges, faces) czy to wieloscianu, czy to siatki ztozonej z wielokatow.

e bukiem geodezyjnym na sferze nazwiemy tuk kota wielkiego, czyli kota otrzymanego przez
ciecie sfery ptaszczyzng przechodzaca przez jej srodek.

e Przez trojkqt geodezyjny na sferze bedziemy rozumieli obszar ograniczony przez trzy tuki
geodezyjne.

Zadania

Zadanie 1.1. Policzy¢ liczbe wierzchotkow, krawedzi i $cian (V) E, F) dla pieciu wieloscianéw
foremnych oraz ostrostupa i graniastostupa o n-katnej podstawie. Nastepnie dla kazdej z tych
bryt wyznaczy¢ charakterystyke Eulera V — E 4 F.

Zadanie 1.2. Wykaza¢, ze na sferze jednostkowej suma katéw wewnetrznych trojkata geode-
zyjnego wynosi o + 3+ v = m + A, gdzie A jest polem trojkata.

Wskazowka. Zastosowaé¢ wzor wlaczen i wytaczen.

Zadanie 1.3. Uzasadnié¢, ze w siatce ztozonej z trojkatéw liczba krawedzi E i liczba Scian F
spelia rownosé 2FE = 3F.

Wskazéwka. Wyznaczy¢ liczbe par (e, f), w ktérych e jest krawedzig Sciany f.

Zadanie 1.4. Wykazaé, ze jesli na sferze jest dana siatka trojkatna ztozona z tréjkatow
geodezyjnych, to spelniona jest rownos¢ V — E + F = 2.

Wskazowka. Na dwa rozne sposoby zsumowaé wszystkie katy wewnetrzne w tych trojkatach.

Zadanie 1.5. Wywnioskowa¢ z poprzedniego zadania, ze wzor V — E + F' = 2 zachodzi dla
dowolnego wieloscianu wypuktego.

Wskazowka. Pocia¢ sciany na trojkaty, a nastepnie uzy¢ rzutu srodkowego, by przeniesé¢ uzy-
skang siatke na sfere.
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Zadanie 1.6. Powiemy, ze powierzchnia M ma krzywizne ograniczona z dotu (z géry) przez K,
jesli dowolny trojkat geodezyjny o katach «, 3, i polu A spelia nieréwnos$¢ a+5+v > 7+ K-A
(odp. <). Sprawdzi¢, ze sfera o promieniu R posiada krzywizne 1/R.

Zadanie 1.7. Wykaza¢, ze jesli powierzchnia M ma krzywizne ograniczong z dotu przez K,

to dla dowolnej siatki z trojkatow geodezyjnych zachodzi V — E + F >

K |\M|
2

Wskazowka. Powtérzy¢ rozumowanie z Zadania 1.4.

2 Charakterystyka Eulera dowolnej powierzchni

Zadania

e Od teraz przez powierzchnie bedziemy rozumieli powierzchnie wraz z triangulacja, czyli
wyborem tréjkatnej siatki na tej powierzchni.

o Charakterystyke Fulera xa, danej powierzchni M definiujemy jako liczbe V — E + F.
Mozna dowies¢, ze wielko$é ta nie zalezy od wybranej siatki, a jedynie od powierzchni,
ale o tym podzniej.

Zadanie 2.1. Sume spéjng M#N dwéch powierzchni M, N tworzymy, wycinajac po jednym
trojkacie z kazdej z nich, a nastepnie sklejajac brzegi tych dwoch trojkatéw. Wyprowadzi¢ wzor
na charakterystyke Eulera sumy spdjnej:

Zadanie 2.2.

b

Zadanie 2.3.
U1+ Vg
vy Uy

XMAN = XM + Xn — 2.

Torus (czyli kwadrat z brzegiem sklejonym jak na rysunku obok)
bywa tez nazywany preclem (ozn. P;). Dwuprecla P, definiuje-
my jako sume spdjng dwoch precli Pi#P;. Ogolnie, n-precla de-
finiujemy jako sume spdjng n precli, lub tez indukcyjnie wzorem
P11 := P,#P; (czyli n-precel z doklejong jeszcze jedna raczka).
Wyznaczy¢ charakterystyke FEulera n-precla:

XP, =2 —2n.

Wskazowka. Pocia¢ torusa na tréjkaty i wyliczy¢ xp,, a potem

skorzysta¢ z Zadania 2.1.

Rozwazmy graf dwudzielny Ks3 o (szeSciu) wierzchotkach

v, v, vd v, vy, vs 1 (dziewigeiu) krawedziach taczacych

kazdy z vi", v5, v z kazdym z vy, v5 , v3 . Wykazaé, ze takiego
grafu nie da sie narysowaé na sferze (czy tez na plaszczyznie)

bez samoprzeciec.

Wskazowka. Uzasadni¢, ze w takiej siatce $ciany bytyby co
najmniej czworokatne, i nasladujac Zadanie 1.3 wyprowadzié¢
stad nieréwnos¢ 2F > 4F.

2



Zadanie 2.4. Narysowa¢ graf dwudzielny K33 na torusie, unikajac samoprzeciec.

3 Homologie symplicjalne — wprowadzenie
e Zbiory wierzchotkéw, krawedzi i Scian oznaczymy odpowiednio V, &, F.
e Obraz funkcji p: X — Y to zbidr jej wartosci
p(X)={yeY : p(x) =y dla pewnego x € X},
a przeciwobraz punkty y € Y przy tej funkcji to zbior
pH(y) ={r € X : px) =y}

wszystkich punktéow przechodzacych na y.

W literaturze podobnego oznaczenia uzywa sie dla przeciwobrazéw podzbioréw Y, jednak tutaj ograni-

czymy si¢ do przeciwobrazéw punktow.

e Rodzine wszystkich podzbioréw zbioru X oznaczamy przez 2X. To tylko oznaczenie! Nie-
mniej prawda jest, ze |2%| = 21XI (tj. zbiér n-elementowy ma 2" podzbioréw).

e Dla dwoch zbioréw A, B ich réznica symetryczna to

A+B:{x:x€A\B1ubx€B\A}.

e Funkcje p: 24 — 28 nazwiemy liniowq, jesli

p(A; + Ag) = p(A)) = p(4;y) dla A, Ay C A.

e Definiujemy pierwszy operator brzegu 0;: 26 — 2V:
h(X)= {v €V : v jest koncem nieparzyscie wielu krawedzi nalezacych do X }
oraz drugi operator brzegu Oy: 2% — 2¢:

h(Y)= {e € £ : e jest krawedzia nieparzyscie wielu Scian nalezacych do Y}.

e Dla zadanej powierzchni definiujemy liczby Bettiego by, b1, by jako liczby spetniajace

% -1
|2 | 2b1 _ |81 (®)| 2b2 _ |82_1(®)|

obo — =
|01 (25) |05 (27)|"

Jak sie okaze, liczby te mierza liczbe dziur odpowiedniego wymiaru (0, 1, 2).
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Zadania

Zadanie 3.1. Przekonac sie, ze operacja roznicy symetrycznej zbioréw jest przemienna i taczna,
to znaczy

A+B=B-+A, (A+B)~C=A+(B+0C),

co pozwala bez ryzyka niescistosci opuszczaé nawiasy i pisa¢ np. A+ B =+ C.

Zadanie 3.2. Wykazaé nastepujaca charakteryzacje roznicy symetrycznej wielu zbioréw:
A+ A+ .+ A, = {x : x nalezy do nieparzyscie

wielu zbioréw sposroéd Aq, As, ... ,An}.

Zadanie 3.3. Czym sa brzegi 0;({e}) i 02({f}) pojedynczej krawedzi lub Sciany?

Zadanie 3.4.
V2
€2 €1 Na przyktadzie obok wyznaczy¢ brzegi
U3 fl (%1
er e 0i({e1})
€3 es f4 eo €6 i 82({f4})
L4 81({617 €2, €3, €4, 65})
Uy Ve
€4 €5 o 0o({f1, f2, fa})
Us

Zadanie 3.5. Sprawdzi¢, ze operatory brzegu 0, : 26 — 2V, 05: 27 — 2¢ s liniowe.

Wskazowka. (liniowosé 0p) Dla ustalonych zbiorow X,Y C & i wierzchotka v € V poréwnaé
warunki v € 01(X), v e 0 (Y)ive (X +Y).

Zadanie 3.6. Zalézmy, ze p: 24 — 2B jest funkcja liniowa. Uzasadnié, ze p kazda swoja
warto$¢ przyjmuje tyle samo razy, a wiec [p~1(0)| razy. Wywnioskowaé, ze

24 = )] - [P~ (0)]-

Wskazéwka. Réwnosé zbioréw Ay = A,y jest réwnowazna réwnosci Ay + Ay = ().

Zadanie 3.7. Wyprowadzi¢ wzor taczacy liczby Bettiego z charakterystyka Eulera:

bg—b1+b2:V—E+F:X.

2bg.0b2
2b1

Wskazowka. Wykorzysta¢ Zadanie 3.6 do zbadania wielkosci
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Zadanie 3.8. Uzasadni¢, ze jedli p: 24 — 2B jest funkcja liniowa, to liczby |[p(24)| i [p~1(0)]
sg potegami dwojki.

Wskazowka. Wykorzysta¢ Zadanie 3.6.

Uwaga. Wynika stad, ze liczby Bettiego bg, b1, bs sa catkowite.

Zadanie 3.9. Przekonaé sie, ze 0,(02(F')) = 0 dla dowolnego podzbioru F' C F.

Wskazowka. Sprawdzi¢ powyzszy warunek dla zbioru jednoelementowego F' = {f}, nastepnie
oprzeé¢ sie na liniowosci ztozenia 0;0;.

Uwaga. Wynika stad, ze liczby Bettiego by, by, bs (zwlaszcza by) sa nieujemne.

Zadanie 3.10. Wykazaé, ze jesli M jest spojna powierzchnia, to obraz d;(2%) jest rodzing
wszystkich parzystoelementowych podzbioréw 2Y. Wywnioskowaé, ze by(M) = 1.

Wskazowka. Jest jasne, ze 0y({e}) jest zbiorem dwuelementowym. Nietrudno tez uzasadnic,
ze kazdy dwuelementowy podzbiér V jest brzegiem pewnego zbioru krawedzi (jakiego?). W
og6lnym przypadku zastosowac indukcje.

Zadanie 3.11. Wykaza¢, ze jesli M jest spdjna powierzchnia bez brzegu, to funkcja 0y przyj-
muje warto$¢ () dla doktadnie dwdch zbioréw: () oraz F. Wywnioskowaé, ze by(M) = 1.

Wskazdwka. Uzasadnié, ze jesli zbiér F' C F zawiera jakas Sciane i spelnia 0y(F") = 0 (czyli
ma pusty brzeg), to zawiera tez wszystkie $ciany sasiednie.

4 Homologie symplicjalne powierzchni

Zadania

Zadanie 4.1. Pokazac, ze jesli M jest spdjna powierzchnig bez brzegu, to jej charakterystyka
Eulera ypq =V — E + F nie przekracza 2.

Wskazowka. Skorzystaé¢ z Zadania 3.7.

Zadanie 4.2. Wykazaé, ze powierzchnia M ma krzywizne ograniczona z dotu przez K > 0, to
jej pole powierzchni spelnia ograniczenie

Am

M| < —.

M < T

Wskazowka. Skorzysta¢ z Zadan 1.7 1 4.1.

Zadanie 4.3. Jesli M jest spdjna powierzchnia z brzegiem (jak np. koto lub wstega Mobiusa),
to bQ(M) = 0.

Wskazowka. Powtorzyé rozumowanie z Zadania 3.11. Z jedna drobna réznica: czym jest 0o(F)?



Zadanie 4.4. Wyznaczy¢ liczby Bettiego n-precla:
bo(Pn) = 1, bl(Pn) = 27’L, bQ(Pn) = 1

Wskazowka. Skorzystaé¢ z wynikéw Zadan 2.2, 3.10 1 3.11.

Zadanie 4.5.

(pierscienie  Boromeuszy) Skonstruowaé trzy petle
A, B,C w przestrzeni trojwymiarowej spetniajace
nastepujace dwa warunki:

(a) tworza nietrywialny splot (tzn. np. petli C' nie moz-
na wyjgé na zewnatrz);

(b) kazda para tworzy splot trywialny (tzn. np. po usu-
nieciu C' petle A i B mozna rozdzielic).
Przyktad nietrywialnego splotu

Zadanie 4.6. Niech A, B, C' beda petlami z poprzedniego zadania. Skonstruowaé¢ powierzchnie
rozpieta na petli C' (tzn. majaca C jako swéj brzeg), roztaczna z petlami A i B.
Uwaga. Z warunku (a) wynika, ze taka powierzchnia nie moze mieé ksztaltu kota.

Wskazowka. Zaczaé od kota roztacznego z A i zmodyfikowaé je tak, by otrzymac powierzchnie
roztaczng rowniez z B.

Zadanie 4.7.

W Sciang wbite sg dwa gwozdzie A i B. Uzywajac petli ze sznurka,
chcemy powiesi¢ na nich obraz, spetniajac przy tym dwa warunki:

(a) poki oba gwozdzie sa w Scianie, obraz wisi;

@ (b) jesli ktorykolwiek z gwozdzi wypadnie ze Sciany, obraz spada.

Wskazowka. Matematyczne jadro problemu jest takie samo jak w Zada-

Przyktad niewlasciwie nju 4.5. Warto sprébowaé przeniesé rozwiazanie jednego z tych zadan
zawieszonego obrazu  do drugiego.
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Dalsza lektura

Odnos$niki

Glowny watek warsztatow jest oparty na moich dwéch artykutach w Delcie: O tréjkatach
na sferze oraz O tréjkatach (nie tylko) na sferze.

http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/geometrie_nieeuklidesowe/
2020/01/28/0o-trojkatach-na-sferze/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/geometria_rozniczkowa/
2020/02/27/o-trojkatach-nie-tylko-na-sferze/

Wiecej o wzorze Eulera mozna przeczyta¢ w Delcie. Artykulty Joanny Jaszunskiej
W — K + S = 2 oraz Domki i studnie zawieraja wiele pouczajacych a nietrudnych zadan.
W artykule Witolda Sadowskiego Wzér Eulera i balony mozna za to przeczytaé o twier-
dzeniu Gaussa-Bonneta, ktoére taczy charakterystyke Eulera z krzywizna.

http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/stereometria/2016/02/
29/wzor_eulera/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_grafow/2011/07/30/Domki_
i_studnie/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/2011/01/17/Wzor_Eulera_
i_balony/

Na kanatach 3BluelBrown (Why this puzzle is impossible) i Vihart (Four Utilities Puzzle
(and how to ruin a bagel)) mozna zobaczy¢ oméwienie zadania z narysowaniem grafu K s
na torusie (w formie kubka lub donuta).

https://youtu.be/VvCytJvd4HO
https://youtu.be/CruQylWSfoU

Na stronie Twenty-one Proofs of Euler’s Formula: V' — E + F' = 2 mozna znalez¢ 21
dowodow wzoru Eulera. Ten przedstawiony tutaj ma numer 9.

https://www.ics.uci.edu/"eppstein/junkyard/euler/

Polecam m¢j ulubiony dow6d wzoru FEulera: jest on przedstawiony w artykule Jana Rem-
paly Jeszcze raz o wzorze Eulera, czyli zastosowanie stawow i grobli w stereometrii, jak
rowniez w filmie na kanale 3BluelBrown Euler’s Formula and Graph Duality.

http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/stereometria/2016/03/
31/Jeszcze_raz_o_wzorze_Eulera_czy/
https://youtu.be/-90Uyo8NFZg

Zastosowanie liczb Bettiego do zrozumienia struktury potaczen w moézgu ilustruja trzy
filmy na kanale PBS Infinite Series Simplicial Complexes — Your Brain as Math (zwtaszcza
cze$é druga)

https://youtu.be/MOM3srBoTkY (czes$é 1)
https://youtu.be/r1I1K0o1gpd (czes¢ 2)
https://youtu.be/akgU8nRNIpO (czes¢ 3)

Zainteresowanym tematyka topologii kombinatorycznej (czy tez algebraicznej) polecam
ksigzke Wtadimira Boltianskiego i Wadima Efremowicza Intuitive Combinatorial Topo-
logy. Swietnym — ale juz duzo bardziej zaawansowanym — zZrodtem jest ksigzka Alana
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http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/geometrie_nieeuklidesowe/2020/01/28/o-trojkatach-na-sferze/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/geometrie_nieeuklidesowe/2020/01/28/o-trojkatach-na-sferze/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/geometria_rozniczkowa/2020/02/27/o-trojkatach-nie-tylko-na-sferze/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/geometrie_nieeuklidesowe/2020/01/28/o-trojkatach-na-sferze/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/geometrie_nieeuklidesowe/2020/01/28/o-trojkatach-na-sferze/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/geometria_rozniczkowa/2020/02/27/o-trojkatach-nie-tylko-na-sferze/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/geometria_rozniczkowa/2020/02/27/o-trojkatach-nie-tylko-na-sferze/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/stereometria/2016/02/29/wzor_eulera/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_grafow/2011/07/30/Domki_i_studnie/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/2011/01/17/Wzor_Eulera_i_balony/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/stereometria/2016/02/29/wzor_eulera/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/stereometria/2016/02/29/wzor_eulera/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_grafow/2011/07/30/Domki_i_studnie/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_grafow/2011/07/30/Domki_i_studnie/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/2011/01/17/Wzor_Eulera_i_balony/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/2011/01/17/Wzor_Eulera_i_balony/
https://youtu.be/VvCytJvd4H0
https://youtu.be/CruQylWSfoU
https://youtu.be/CruQylWSfoU
https://youtu.be/VvCytJvd4H0
https://youtu.be/CruQylWSfoU
https://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/euler/
https://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/euler/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/stereometria/2016/03/31/Jeszcze_raz_o_wzorze_Eulera_czy/
https://youtu.be/-9OUyo8NFZg
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/stereometria/2016/03/31/Jeszcze_raz_o_wzorze_Eulera_czy/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/stereometria/2016/03/31/Jeszcze_raz_o_wzorze_Eulera_czy/
https://youtu.be/-9OUyo8NFZg
https://youtube.com/playlist?list=PLa6IE8XPP_gnTQcD8qgl72tgrhIsQYvQM
https://youtu.be/M0M3srBoTkY
https://youtu.be/rlI1KOo1gp4
https://youtu.be/akgU8nRNIp0
https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4757-5604-3
https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4757-5604-3

Hatchera Algebraic Topology, dostepna bezptatnie na stronie autora.

https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4757-5604-3
https://pi.math.cornell.edu/ hatcher/AT/ATpage.html

Wyjasnienia terminologiczne i nie tylko

— Topologia kombinatoryczna to historyczna nazwa tej dyscypliny, wskazujaca na uzycie
metod kombinatorycznych. Obecnie uzywa sie nazwy topologia algebraiczna.

— Podana tu charakteryzacja krzywizny powierzchni przez sume katéw w tréjkacie rzeczywi-
Scie daje poprawna definicje, réwnowazng standardowej. Zazwyczaj jednak krzywizne (Gaussa)
definiuje sie inaczej, a wzér na sume katéw jest czescia twierdzenia Gaussa-Bonneta.

— W co najmniej jednym miejscu (przy problemie grafu Kj3) milczaco powotaliSmy sie na
twierdzenie Jordana: kazda krzywa zamknieta bez samoprzecigé¢ dzieli ptaszczyzne na doktadnie
dwa obszary (analogicznie jest dla krzywych na sferze). To ciekawe twierdzenie — potrzebe jego
zastosowania tatwo przeoczy¢, ale samo twierdzenie juz nie jest takie tatwe.

— Obiekt, ktory tutaj nazywatem tréjkatna siatka lub triangulacja (zreszta bez podania
Scistej definicji), w literaturze odpowiada kompleksowi symplicjalnemu lub A-kompleksowi. Aby
taki kompleks opisywal powierzchnie, nalezy zada¢ pewne dodatkowe warunki: kazda krawedz
musi naleze¢ do jednej lub dwoch Scian, a $ciany stykajace sie w jednym wierzchotku musza
uktadaé sie w cykl kolejnych sasiadujacych Scian.

— Podzbiory zbioru A C X odpowiadaja jednoznacznie funkcjom f: X — {0,1} (ktadziemy
flz) =1dlaz € Ai f(xr) = 0 wpp.). Jesli uméwimy sie, ze liczby 0,1 dodajemy i mno-
zymy modulo 2 (zbiér {0,1} z tymi dziataniami przyjeto sie oznaczaé przez Zs), to funkcje
f: X — {0,1} tworza przestrzen liniowa nad Z,. Operacja réznicy symetrycznej dwédch zbio-
réow A; + As odpowiada przy tym sumie odpowiednich funkcji f; + fo

— Czym sa homologie? Jak sie przekonali$my, zachodzi zawieranie 0y (F) C 95 (). Pierwsza
grupe homologii otrzymujemy, biorac zbiér d; ' () i utozsamiajac elementy rézniace sie o coé
7z 0(F), czyli A~ B <= A+ B € 0y(F). Pierwsza odnosi sie do tego, ze krawedzie maja
wymiar 1, podobng konstrukcje mozna przeprowadzi¢ dla Scian etc.

W terminach przestrzeni funkcji f: 2 — Z, powiedzieliby$my, ze zachodzi zawieranie
im0y C ker 0 miedzy obrazem 0, a jadrem 0; (to jest terminologia uzywana dla funkcji li-
niowych). W jezyku technicznym konstrukcja wyzej opisuje przestrzen ilorazowa ker 0y /im 0s.
Liczba Bettiego b, jest wtedy po prostu wymiarem tej przestrzeni ilorazowe;j.

— W miejsce Zs mozna wybraé¢ inne wspotezynniki — popularnym wyborem sg liczby catko-
wite Z lub rzeczywiste R. Odrobine wiecej uwagi wymaga wtedy okreslenie operatoréw brzegu.
Standardowa definicja liczb Bettiego b; = dimg ker 0;/im 0;,1 korzysta ze wspétezynnikéw w R,
co rézni sie od uzytych tutaj liczb b; okreslonych dla Z, (jako przykitad warto rozwazy¢ plasz-
czyzne rzutowa).

— Liczba Bettiego by w pewnym sensie zlicza nieSciggalne petle, ale z jednym zastrzezeniem,
ktore dobrze ilustrujg pierscienie Boromeuszy. Otéz petla jest Sciagalna, gdy da si¢ na niej roz-
pia¢ koto; réwnowaznie, jesli jest brzegiem pewnego kota. Tymczasem (w opisie wyzej) wktadu
w b; nie maja petle bedace brzegami dowolnych powierzchni. Réznice miedzy tymi dwoma
warunkami opisuje Scisle twierdzenie Hurewicza: pierwsza grupa homologii jest abelianizacja
grupy petli. Niestety, samo wyjasnienie tych terminéw zajetoby troche czasu.


https://pi.math.cornell.edu/~hatcher/AT/ATpage.html
https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4757-5604-3
https://pi.math.cornell.edu/~hatcher/AT/ATpage.html
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